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طراحي الگوريتم

M. Damrudi2023

طراحي الگوريتم

.دارد وجود الگوريتم يك از بيش مشخص مسأله يك حل براي معمول طور به
 بيشترين هك شود مي انتخاب الگوريتمي و باشند مي كاراتر ها الگوريتم اين از برخي

.باشد داشته را كارايي
شود؟ بررسي بايد مواردي چه
خير؟ يا است درست شود مي ارائه كه الگوريتمي آيا
شوند؟ مي مقايسه مسأله يك به مربوط هاي الگوريتم چگونه
كارايي )efficiency( شود؟ مي تعيين چگونه الگوريتم هر

الگوريتم مطالعه
مطالعه الگوريتم

الگوريتم طراحي .١
الگوريتم معتبرسازي يا درستي اثبات .٢
الگوريتم سازي پياده يا بيان .٣
الگوريتم تحليل .٤

فصل اول
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تعريف الگوريتم

حل موجب شوند دنبال ترتيب به اگر كه است ها دستورالعمل از اي مجموعه الگوريتم 
.اشدب مشخص كاملا بايد عمليات خاتمه شرط و مراحل ترتيب .گردند مي مسأله

الگوريتم هر خصوصيات:
باشد نداشته يا باشد داشته تواند مي :ورودي.
باشد داشته خروجي يك حداقل بايد :خروجي.
است )توالي( ترتيب داراي.
باشد )ابهام بدون( صريح و واضح.
است محدود.

اعتبار، نتعيي ايجاد، الگوريتم، كشف الگوريتم طراحي از منظور :الگوريتم طراحي 
.باشد مي مسأله يك براي الگوريتم ارزيابي و آناليز

و حاسبهم زمان پارامترهاي كه است اين الگوريتم آناليز از منظور :الگوريتم آناليز 
 مختلف هاي مالگوريت بتوان تا آيد دست به الگوريتم محاسبه براي نياز مورد حافظه

 .كرد مقايسه يكديگر با خاص مسأله يك براي را

تعريف مسأله

هستيم آن پاسخ دنبال به كه سوالي :مساله.
صعودي ترتيب به عدد n از متشكل)S(ليست يك سازي مرتب1.

Sorting
Input: Sequence of numbers 
Output Permutation (reordering)

such that
 در .خير يا دارد وجود عدد n از متشكل S ليست در x عدد آيا اينكه تعيين2.

.بود خواهد خير پاسخ وجود عدم صورت در و بله پاسخ وجود صورت
مساله پارامترهاي  

.1S و n

.2x، S و n
پارامترها به مقادير از خاصي انتساب هر :مساله نمونه
مساله هنمون آن در مساله توسط شده پرسيده سوال پاسخ :مساله نمونه يك حل راه  

{5,7,8,10,11,13} :حل راه    n=6 و S={8,13,5,11,7,10} :١مساله نمونه        
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مراحل حل يك مسأله

آن كامل فهم و مسأله بيان و تعريف1.

)ألهمس حل روشهاي كليه بررسي( مسأله حل براي مدل يك تدوين و تشخيص2.

شده انتخاب مدل اساس بر الگوريتم طراحي3.

الگوريتم صحت ارزيابي و بررسي4.

آن پيچيدگي ارزيابي و الگوريتم تحليل5.

  سازي برنامه زبانهاي از استفاده با الگوريتم سازي پياده6.

  برنامه تست7.

مستندسازي8.

حل و تقسيم )Divide & Conquer(
حريصانه )Greedy(
پويا نويسي برنامه )Dynamic Programming(
عقب به بازگشت )Back Tracking(
حد و شاخه )Branch & Bound(

روشهاي حل يك مسأله

بيان الگوريتم

.وچكك و آسان هاي الگوريتم براي طبيعي زبان يك توسط الگوريتم تشريح1.

»كن ضرب c در و بگير را n " مانند عبارتي مثال عنوان به      

:طبيعي زبان به ها الگوريتم نوشتن معايب      

است مشكل پيچيده هاي الگوريتم درك و نوشتن

است مشكل نويسي برنامه زبان يك به آن ترجمه

)كوچك و آسان هاي الگوريتم براي( فلوچارت توسط الگوريتم گرافيكي نمايش2.

Pseudo( كد شبه از استفاده با نمايش3. Code( هاي زبان به زيادي شباهت كه C 

.دارد پاسكال و
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شبه كد

و رياضي ابطرو از استفاده با بيشتر وضوح با مراحل باشد، امكانش هرگاه كد شبه در 
  .شوند مي داده نشان انگليسي توضيحات

if ( low ≤ x ≤ high )
{
…

}
exchange x and y ;

كنيد تعيين خروجي و ورودي زير هاي الگوريتم از يك هر براي:
آرايه يك عناصر جمع الگوريتم•
  ها ماتريس ضرب الگوريتم•
  صعودي صورت به عناصر سازي مرتب الگوريتم•

exchange تعويضي سازي مرتب( sort(

الگوريتم

آرايه يك عناصر جمع الگوريتم

ها ماترس ضرب الگوريتم
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الگوريتم

صعودي صورت به عناصر سازي مرتب الگوريتم
exchange تعويضي سازي مرتب(      sort( 

 وجود جفتهايي چنين تا كنند مي تعويض نيستند ترتيب به كه را عناصر از جفتهايي
 به عنصر نبزرگتري شود مي تضمين گذر هر در حبابي سازي مرتب در .باشند نداشته
 .كنند تحرك ليست ابتداي سمت به كوچك عناصر از بعضي و برود ليست انتهاي

-n اول ذرگ در .باشند معكوس صورت به ليست عناصر كه است زماني حالت بدترين
.گيرد مي صورت تعويض n-2 بعدي درگذر .شوند مي تعويض و مقايسه عنصر 1

Exchange
bubble

4984213367

4984216733

4984672133

4984672133

8449672133

8449672133

8449673321

8449673321

8467493321

8467493321

الگوريتم
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الگوريتم جستجو ترتيبي

خطي جستجوي( مرتب آرايه يك در عنصري جستجوي(

void seqSearch (int n, const keytype S[ ], keytype x, index
&location)
{
location = 0;
while (location <= n && S[location] ! = x)

location++;
if (location > n )

location = -1 ;
}

الگوريتم جستجو باينري

x ليست وسط عنصر با S 
 ربراب اگر .شود مي مقايسه

  در عنصر انديس باشد
location گيرد مي قرار. 

 استر نيمه باشد بزرگتر اگر
 اشدب كوچكتر اگر و ليست

 يم بررسي ليست چپ نيمه
.شود
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مقايسه الگوريتم هاي جستجو

عنصري ٣٢ آرايه داشتن فرض با
 Linear (Sequential) search:  حالت بدترين در مقايسه ٣٢ 
 Binary search: 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th

S[16] S[24] S[28] S[30] S[31] S[32]

تعداد مقايسه هاي انجام 
شده توسط جستجوي 

(n)ترتيبي 

جوي تعداد مقايسه هاي انجام شده توسط جست
lg)) باينري(دودويي  n +1)

اندازه آرايه

١٢٨٨١٢٨

١٠٢٤١١١٠٢٤

١٠٤٨٥٧٦٢١١٠٤٨٥٧٦

٤٢٩٤٩٦٧٢٩٤٣٣٤٢٩٤٩٦٧٢٩٤

int)بازگشتي(ام فيبوناچي  nالگوريتم جمله   fib (int n)
{

if (n == 1 or n == 2) then  return 1;
else 
return fib(n - 1) + fib(n - 2);

}
رسم درخت بازگشتي
.نشان مي دهد الگوريتم ناكارآمد است 
.الگوريتم محاسبات تكراري دارد  
.سه مرتبه محاسبه شده است fibo(2): مثال  

)5(Fibo
5

)5(Fibo
5

)3(Fibo
2

)3(Fibo
2

)4(Fibo
3

)4(Fibo
3

)1(Fibo
1

)1(Fibo
1

)2(Fibo
1

)2(Fibo
1

)2(Fibo
1

)2(Fibo
1

)3(Fibo
2

)3(Fibo
2

)1(Fibo
1

)1(Fibo
1

)2(Fibo
1

)2(Fibo
1

nهتعداد جملات محاسبه شد
١
١
٣
٥
٩
١٥

١
٢
٣
٤
٥
٦
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T(n): بازگشتي درخت در شده محاسبه جملات تعداد
به واحد ٢ افزودن با n، شود مي برابر 2 از بيش درخت جملات تعداد.

T(n)>2*T(n-2)              when n>=2
>2*2*T(n-4)
>2*2*2*T(n-6)
….
>2*2*…*2*T(0)=2n/2

)بازگشتي(ام فيبوناچي  nالگوريتم جمله  

2n/2n)>T(

2n/2

جمله تعيين براي n،از يك هر ام n-1 دكن مي محاسبه بار يك فقط را نخست جمله.

كارآمد الگوريتم
int fibo2 (int n)
{
int f[0 . . n];
f[0]=0;
if (n >0 ) {

f[1]=1;
for (i=2; i<=n; i++)

f[i]=f[i-1]+f[i-2];
}
return f[n];

}

)تكراري(ام فيبوناچي  nالگوريتم جمله  
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مقايسه دو الگوريتم فيبوناچي

زمان اجراي 
بازگشتي

زمان اجراي 
تكراري

يروش بازگشت
)2n/2(

روش تكراري
)n+1(n

1048 μs41ns1,0485764140

1 s61ns1.1*1096160

13 days101ns1.1*1015101100

36 years121ns1.2*1018121120

years710*3.8161ns1.2*1024161160

years1310*4201ns1.3*1030201200

نانوثانيه ١با فرض محاسبه هر جمله در مدت 
s 6-10s = μ1 
s9-10ns = 1 

ها الگوريتم تحليل از هدف:
سازي يادهپ از قبل مصرفي حافظه مقدار و اجرا زمان نظر از الگوريتم رفتار بررسي
كارايي نظر از ها الگوريتم مقايسه

• Time complexity
• Space complexity

برنامه يك اجراي زمان در موثر عوامل
افزار سخت سرعت
مقصد كد بهينگي( كامپايلر نوع(
منبع كد بهينگي( نويس برنامه(
ورودي اندازه
ورودي دادهاي تركيب
الگوريتم پيچيدگي
...
است يورود اندازه از تابعي خود كه باشد مي الگوريتم پيچيدگي عامل مهمترين.

تحليل الگوريتم ها
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فضا پيچيدگي )Space complexity(:
باشد مي الگوريتم تكميل تا اجرا از نياز مورد حافظه ميزان.
داده انساختم كليه و ها پشته ها، آرايه متغيرها، نياز مورد فضاي جمع حاصل به 

 ايفض پيچيدگي حافظه، در برنامه كد ذخيره فضاي همچنين و نياز مورد هاي
.شود سنجيده )ها ورودي تعداد( n حسب بر .شود مي گفته الگوريتم

چيست؟ زير كد فضاي پيچيدگي
for(i=1;i<=n;i++) a++;

O(1)

به الگوريتم يك فضاي پيچيدگي اگر n ضفر ثابت آن پيچيدگي نباشد، وابسته 
.شود مي گرفته نظر در O(1) مرتبه از و شده

تحليل پيچيدگيهاي زمان و فضا

زمان پيچيدگي)Time complexity(:
زمان حسب بر كارايي محاسبه
نويس برنامه و نويسي برنامه زبان كامپيوتر، از مستقل
اصلي عمليات هك است دفعاتي تعداد تعيين الگوريتم، يك زماني پيچيدگي تحليل 

.شود مي انجام ورودي اندازه حسب بر )... و ضرب جمع، مقايسه،( الگوريتم
نام به تابعي الگوريتم يك پيچيدگي تحليل براي T(n) در كه شود مي گرفته نظر در 

.باشد مي ورودي اندازه n آن
ها الگوريتم زماني پيچيدگي تحليل

غيربازگشتي
و تو در تو هاي حلقه كنترلي، دستورات ها، حلقه ...
به تكرار حلقه دستورات تكرار تعداد اگر n باشد، نداشته بستگي T(n)  

.بود خواهد ثابت مقداري )زمان پيچيدگي(
بازگشتي

تحليل پيچيدگيهاي زمان و فضا
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ورودي اندازه
است آسان ورودي اندازه از منطقي ميزاني يافتن ها الگوريتم از بسياري در.
تجويجس -تعويضي سازي مرتب -آرايه عناصر مجموع محاسبه -ترتيبي جستجوي :مثل 

ها ماتريس ضرب -دودويي
شود سنجيده عدد دو برحسب ورودي اندازه است بهتر ها الگوريتم از بعضي در.
اه يال تعداد و رئوس تعداد برحسب ورودي اندازه باشد، گراف يك الگوريتم ورودي اگر 

.شود مي سنجيده

اصلي عمليات
اصلي عمل
قريبات الگوريتم، توسط شده انجام كار كل كه طوري به دستورات از اي مجموعه يا دستور 

.باشد دستورات يا دستور اين اجراي دفعات تعداد با متناسب

طول به ليستي دودويي جستجوي و ترتيبي جستجوي :مثال n عنصر
عنصر مرحله هر در x از عنصر يك با S شود مي مقايسه.
كارايي وانت مي دهند، مي انجام را اصلي عمل اين بار چند ها الگوريتم از يك هر اينكه تعيين با 

.نمود مقايسه n از مقدار هر ازاي به را الگوريتم دو اين

تحليل پيچيدگي زماني

الگوريتم اجراي زمان محاسبه

در يك آرايه minو  maxيافتن 

٣*٢
زمان مصرفي  -٣

هر اجرا
تعداد  -٢

دفعات تكرار
شماره  -١

لدستورالعم
1١
2٢
n٣

n-1٤
n-1٥حداكثر 

n-1٦
n-1٧حداكثر 

n-1٨
1٩

زمان =مجموع
مصرفي

شاخص =مجموع
زمان مصرفي
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هزينه زماني تابع فاكتوريل

كي ازاي به همواره اصلي عمل آرايه، عناصر مجموع الگوريتم مانند موارد برخي در 
.شود مي انجام ميزان يك به n ورودي اندازه با نمونه

لكهب ورودي اندازه به تنها نه اصلي عمل اجراي دفعات تعداد ديگر، موارد برخي در 
.دارد بستگي نيز ورودي مقادير چيدمان و تركيب به

با برابر ورودي اندازه با( ترتيبي جستجوي در :مثال n(

اگر x ١= ها مقايسه تعداد             :باشد آرايه مكان اولين در

اگر x ها مقايسه تعداد                          :نباشد آرايه در= n

T(n): ورودي اندازه با نمونه يك ازاي به را اصلي عمل الگوريتم كه دفعاتي تعداد n 
.دهد مي انجام

تحليل پيچيدگي در حالات مختلف
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حالت بهترين )Best case( B(n)

باشد داشته را اجرا زمان سريعتربن تواند مي الگوريتم كه حالتي.  

است اجرا زمان پايين كران.

حالت بدترين )Worst case( W(n)

شد نخواهد بيشتر آن از هرگز الگوريتم اجراي زمان كه حالتي.

است اجرا زمان بالاي كران.

شود مي استفاده تابع اين از معمولا ها الگوريتم بين مقايسه جهت.

ميانگين حالت )Average case( A(n)

ورودي مقادير مختلف هاي توزيع گرفتن نظر در به نياز آن تحليل براي        
.باشد مي
است مشكل آن محاسبه.

تحليل پيچيدگي در حالات مختلف

خطي جستجوي)linear search(
مقايسه تعداد :اصلي عملآرايه عناصر تعداد :ورودي اندازه n

باشد خانه اولين در نظر مورد عنصر كه وقتي :حالت بهترين B(n)=1
نباشد موجود آرايه در نظر مورد عنصر كه وقتي :حالت بدترين W(n)=n
متوسط حالت:

 صورت اين در .دارد وجود آرايه در قطعا نظر مورد عنصر :اول حالت•
.باشد n/1 برابر باشد k مكان در عنصر اينكه احتمال

.دباش نداشته وجود آرايه در است ممكن نظر مورد عنصر :دوم حالت•
oبا برابر آرايه در نظر مورد عنصر وجود احتمال p
oخانه در آن وجود احتمال k با برابر ام p/n است
o1 آرايه در عنصر وجود عدم احتمال-p  

تحليل پيچيدگي زماني
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 بدترين .ندشو حفظ ليست ترتيب كه شوند مي درج طوري مرتب ليست در عناصر
 مرتب معكوس صورت به ليست عناصر كه است زماني درج سازي مرتب در حالت
  .باشند

Insertion

4984213367

4984216733

4984673321

4984673321

8467493321

مرتب سازي درجي 

محاسبه هزينه زماني مرتب سازي درجي 
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حالت بهترين )Best case(

باشد مرتب قبل از آرايه كه زماني.  

1=jt

صورت به و خطي تابعي حالت بهترين در درجي سازي مرتب زماني هزينه an+b 
.باشد مي

پيچيدگي زماني مرتب سازي درجي

حالت بدترين )Worst case(

باشد مرتب عكس ترتيب به آرايه كه زماني.  

عنصر هر اينصورت در a[j] زيرآرايه در شده مرتب عناصر تمامي با بايد  
]1-j...1a[ براي بنابراين .شود مقايسه n,…,3,2j= داريم j=jt

تصور به و دوم درجه تابعي حالت بدترين در درجي سازي مرتب زماني هزينه 
cbn++2an باشد مي.

پيچيدگي زماني مرتب سازي درجي
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متوسط حالت )Average case(

شود مي فرض a[j] عناصر نصف از a[1..j-1] است كوچكتر.

عنصر هر اينصورت در a[j] زيرآرايه در شده مرتب عناصر نصف با بايد  
]1-j...1a[ براي بنابراين .شود مقايسه n,…,3,2j= 2 داريمj/=jt

تصور به و دوم درجه تابعي حالت بدترين در درجي سازي مرتب زماني هزينه 
cbn++2an باشد مي.

است حالت بدترين مانند الگوريتم اين در متوسط حالت.

پيچيدگي زماني مرتب سازي درجي

)نرخ رشد(مرتبه رشد 

ورودي مقدار زمانيكه )n( برحسب اجرا زمان دقيق بيان باشد، بزرگ n ضروري 
.است موثر زمان در درجه بزرگترين با جمله زيرا نيست

n+2n2nN

٢١١
٣٠٢٥٥
١١٠١٠٠١٠

١٠١٠٠١٠٠٠٠١٠٠
١٠٠١٠٠٠١٠٠٠٠٠٠١٠٠٠
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)نرخ رشد(مرتبه رشد 

شود مي عيينت آن زماني پبچبدگي تابع جمله بزرگتربن با الگوريتم يك مرتبه.
به الگوريتم اجرايي مرتبه و پيچيدگي n از تابعي و است وابسته n با و باشد مي  

T(n) شود مي داده نشان.
قبيل از زماني پيچيدگي با هايي الگوريتم n، 100n گويند مي خطي هاي الگوريتم را.
بندي دسته قابل محض دوم درجه توابع با كه را پيچيدگي توابع كامل مجموعه 

.گويند  )2n( باشند
2( مجموعه عضو كه تابعيn(  ،2 مرتبه از باشدn است.
باشند نديب دسته قابل محض سوم درجه توابع با كه پيچيدگي توابع از  اي مجموعه  

)3n(  گويند.
 پيچيدگي هاي گروه:

)asymptotic notation(نمادهاي مجانبي 

شود مي استفاده مجانبي نمادهاي از الگوريتم اجراي زمان توصيف براي.
شود مي دهاستفا مجانبي نمادهاي از يكديگر با مختلف هاي الگوريتم مقايسه جهت.
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نمادهاي مجانبي 

Big O )O بزرگ(
n))f(O( پيچيدگي توابع از اي مجموعه n)g( ثابت يك ها آن براي كه است  

 ازاي به كه قسمي به دارد وجود N غيرمنفي صحيح عدد يك و c مثبت حقيقي
:داريم n>=N همه

g (n) <= c × ƒ (n)

c>0, N>=0

نمادهاي مجانبي 

Big O )O بزرگ(
g (n) <= c × ƒ (n)

O هدد مي قرار تابع يك روي بر )بالا كران( مجانبي بالاي حد يك بزرگ.



M.damrudi 02/06/2023

19

نمادهاي مجانبي 

2( كلي طور بهnO( 2 مساوي يا كمتر رشدشان كه است توابعي تمام شاملn است.

نمادهاي مجانبي 

   )بزرگ امگاي(
مفروض پيچيدگي تابع يك براي f(n)، (f(n))   پيچيدگي توابع از اي مجموعه  

g(n) مثبت حقيقي ثابت عدد يك آنها براي كه است c صحيح عدد يگ و 
:داريم n>=N همه ازاي به كه طوري دارد وجود N غيرمنفي

g (n) >= c × ƒ (n)

اگر g(n) (f(n)) گوييم مي g(n) امگاي از f(n) باشد مي.
  دهد مي قرار تابع يك روي ) حدي پايين كران( مجانبي پايين حد يك.



M.damrudi 02/06/2023

20

نمادهاي مجانبي 

2( كلي طور بهn(   2 مساوي يا بيشتر رشدشان كه است توابعي تمام شاملn است.

نمادهاي مجانبي 

مفروض پيچيدگي تابع يك براي f(n)، داريم:

پيچيدگي توابع از اي مجموعه        يعني g(n) هاي ثابت ها آن براي كه است 
:كه طوري دارد وجود N منفي غير صحيح عدد و d و c حقيقي

c × ƒ (n)<=g (n) <= d × ƒ (n)
كند مي محدود پاببن و بالا از را تابع.
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نمادهاي مجانبي 

نمادهاي مجانبي 

Small o )O كوچك(
پيچيدگي تابع يك براي f(n) ،مفروض o(f(n)) كليه مجموعه از است عبارت 

 صحيح عدد يك ،c مثبت حقيقي ثابت هر ازاي به كه g(n) پيچيدگي توابع
:داريم n>=N همه ازاي به كه قسمي به دارد وجود N غيرمنفي

g (n) < c × ƒ (n)

   Small )   كوچك(
پيچيدگي تابع يك براي f(n) ،مفروض (f(n))   كليه مجموعه از است عبارت 

 صحيح عدد يك ،c مثبت حقيقي ثابت هر ازاي به كه g(n) پيچيدگي توابع
:داريم n>=N همه ازاي به كه قسمي به دارد وجود N غيرمنفي

c × ƒ (n) < g (n)  
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نمادهاي مجانبي 

رهايعملگ با زير صورت به را آنها توان مي پيچيدگي نمادهاي سريع درك براي 
:دانست ارز هم اي مقايسه

نمادهاي مجانبي 



M.damrudi 02/06/2023

23

نمادهاي مجانبي 

هستند درست زير عبارات تمام.

استفاده از حد براي تعيين مرتبه زماني

هاي پبچيدگي با الگوريتم دو اگر f(n) و g(n) آنها مقايسه براي باشيم داشته 
.نمود استفاده حد از توان مي
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ترتيب توابع رشد

تابع رشد f(n) از g(n) اگر كه صورتي در است بيشتر n كند ميل بينهايت سمت به 
.كند ميل بينهايت به زودتر f(n) آنگاه

محاسبه در O
شوند نمي محاسبه ثابت فاكتورهاي.
است توان بيشترين با جمله ها اي جمله چند در رشد نرخ.
كنند مي رشد تر پايين هاي توان از سريعتر بالاتر هاي توان.
كنند مي رشد تواني توابع از سريعتر نمايي توابع.
كنند مي رشد تواني توابع از كندتر لگاريتمي توابع.
دارند مشابه رشدي لگاريتمي توابع تمامي.

نمودارهاي پيچيدگي
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نسبت سرعت رشد

نمادهاي مجانبي 

نمادها خصوصيات



M.damrudi 02/06/2023

26

چند نكته

تابع هر از بهتر اي جمله چند تابع هر و اي چندجمله تابع از بهتر لگاريتمي تابع هر 
.كند مي عمل فاكتوريل تابع هر از بهتر نمايي تابع هر و نمايي

باشد اشتهد كمتري رشد آن حالت بدترين اجراي زمان كه است سريعتر الگوريتمي.
باشد پايين آن بالاي كران كه است مفيد الگوريتمي.

داريم را تر پايين مرتبه از جملاتي حذف اجازه همواره مرتبه تعيين در.

0 اگرa>b>، صورت آن در :          )nbO(=na
0 مقادير همه ازاي بهa> داريم:       n!)O(=na
اگر b>1، a>1 داريم آنگاه: 
اگر c>=0 و d>0 آنگاه                                                  و  

تمرين

٨١ آزاد – كامپيوتر مهندسي( است؟ درست زير روابط از يك كدام(
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الگوريتم هاي بازگشتي

تكراري هاي الگوريتم نوشتن رويكردهاي 
حلقه و تكرار
بازگشتي الگوريتم

بازگشتي الگوريتم
كند مي فراخواني را خودش الگوريتم يك آن در كه تكراري فرايندي.

بازگشتي الگوريتم اجراي نحوه
فراخواني عمل  

هپشت در بازگشت آدرس و آنها مقادير و محلي متغيرهاي قرارگيري
پارامترها انتقال
جديد پردازه ابتداي به برنامه كنترل انتقال
فراخواني يك از بازگشت

اجرا ادامه و بازگشت آدرس

فصل دوم

الگوريتم هاي بازگشتي

مزايا
برنامه سادگي( راحت و كوتاه كدنويسي(

معايب
پشته به نياز و مكرر هاي فراخواني
حافظه زياد مصرف(نيستند بهينه زمان و فضا نظر از معمولا(

كرد لح غيربازگشتي هم و بازگشتي صورت به توان مي هم را مسائل از بعضي.

است بازگشتي ذاتي طور به مسائل از بعضي حل راه.

بايد سالهم نمود، استفاده مساله يك حل براي بازگشتي روش از بتوان اينكه براي 
 را تركوچك اندازه و اصلي مساله نوع همان از هايي زيرمساله به شدن خرد قابليت
.باشد داشته
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فاكتوريل

int Fact (int n)
{

if(n==0)
return 1;

else
return n*Fact(n-1);

}

f

است كلي مرحله دو شامل مساله يك بازگشتي حل راه:
پايين به بالا از مساله شكستن  
بالا به پايين از مساله حل

فاكتوريل
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طراحي الگوريتم هاي بازگشتي

اندازه هم و كند مي حل را مساله از قسمتي هم بازگشتي الگوريتم از فراخواني هر 
.كند مي كوچك را مساله

اندازه تيبازگش فراخواني هر در .است بازگشتي هاي فراخواني حل، راه اصلي قسمت 
.شود مي كوچكتر مساله

شود مي ناميده )تكرار پايان شرط( پايه حالت كند، مي حل را مساله كه عبارتي.
عمومي حالت تمالگوري بقيه .باشد داشته پايه حالت يك بايد بازگشتي الگوريتم هر 

.باشد مي مساله اندازه كاهش براي نياز مورد منطق شامل كه دارد نام
بازگشتي الگوريتم طراحي

پايه حالت كردن مشخص
بازگشتي( عمومي حالت كردن مشخص(
الگوريتم يك در دو اين تركيب
بازگشتي الگوريتم اجراي زمان محاسبه

زيرمساله حل زمان  
زيرمسائل به مساله شكستن زمان
جواب ادغام براي لازم زمان  

ام سري فيبوناچي nمحاسبه جمله 
int Fibo(int n)
{

if(n<=2)
return 1;

else
return Fibo(n-1)+Fibo(n-2);

}
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كارايي الگوريتم بازگشتي فيبوناچي

Fib(5)
= Fib(4) + Fib(3)
= Fib(3) + Fib(2) + Fib(3)
= Fib(2) + Fib(1) + Fib(2) + Fib(3)
= Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(2) + Fib(3)
= Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(1) + Fib(0) + Fib(3)
= Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(1) + Fib(0) + Fib(2) + Fib(1)
= Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(1) + Fib(0) + Fib(1) + Fib(0) + Fib(1)

جملات تكراري محاسبه :مشكل
پويا نويسي برنامه :حل راه )Dynamic programming( براي آرايه از استفاده و 

قبلي جملات ذخيره

روشهاي حل معادلات بازگشتي

رياضي استقراي از استفاده )induction(
تكرار و جايگذاري روش
اصلي قضيه از استفاده
بازگشتي درخت از استفاده
ثابت ضرايب با خطي بازگشتي معادلات حل

 مشخصه معادله از استفاده( همگن(
غيرهمگن
مولد سري از استفاده با بازگشتي معادلات حل
متغير تغيير روش به بازگشتي معادلات حل
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از استقراي رياضي

دارد مرحله سه استقرا:
است برقرار اوليه شرط براي حدس :استقرا مبناي.
ازاي به حدس كه شود مي فرض :استقرا فرض n است صحيح.
جمله براي حدس كه شود اثبات بايد :استقرا گام n+1 باشد مي برقرار نيز.
كنيد حل رياضي استقراي روش به را زير بازگشتي.

 حل اين يدرست سپس و كنيم پيدا فوق معادله براي كانديدا حل يك بايد ابتدا
.نماييم اثبات استقرا روش به را كانديدا

  كانديدا حل گفت توان مي معادلات به توجه با
t(n) صورت به = log(n) .است 1+

حل معادلات بازگشتي با استفاده از استقراي رياضي

است درست حل اين كه كنيم مي اثبات استقرا از استفاده با.
براي :استقرا مبنا n=1 داريم:  t(1)=1
دلخواه مقدار براي كنيد فرض :استقرا فرض n>0 كه n داشته است، ٢ از تواني 

t(n) :باشيم = log(n) +1 
براي بازگشتي رابطه چون :استقرا گام n بايد كه بعدي عدد است، ٢ از تواني هاي 

t(2n) :باشد مي 2n شود، گرفته درنظر = log(2n) +1 

باشد مي صحيح كانديدا حل بنابراين شد اثبات استقرا.
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از استقراي رياضي

كنيد حل رياضي استقراي روش به را زير بازگشتي.

:كنيم مي محاسبه را جمله چند
T(0) = 1
T(1) = 1*T(0) = 1*1 = 1
T(2) = 2*T(1) = 2*1 = 2
T(3) = 3*T(2) = 3*2 = 6
T(4) = 4*T(3) = 4*6 = 24
T(k) = K*T(k-1) = k!

  :كنيم مي اثبات استقرا با را حدس ،!T(n)=n :كه زنيم مي حدس
براي :استقراء مبناي n=0 ، T(0)=0!=1
از مقاديري براي :استقراء فرض n داريم: T(n) = n! 

T(n+1):دهيم نشان بايد                        = (n+1)!
استقراء گام:         T(n) = n* T(n-1)

T(n+1) = (n+1) * T(n)
T(n+1) = (n + 1)* n! = (n+1) !

حل معادلات بازگشتي با استفاده از استقراي رياضي

كنيد حل رياضي استقراي روش به را زير بازگشتي.

:كنيم مي محاسبه را جمله چند

)nlog7=n)t :شود مي نتيجه      
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از استقراي رياضي

كنيم مي اثبات استقرا با را حل.
1 براي :استقراء مبنايn= ،1log7=07=1)=1t(
دلخواه مقدار هر براي كنيد فرض :استقراء فرض n>0 كه n است ٢ از تواني:  

nlog7n)=t(
داد نشان بايد :استقراء گام        n2log7n)=2t(

2n دهيم مي قرار بازگشتي رابطه در را:

  :كه آنجايي از .شد ثابت استقرا

حل معادلات بازگشتي به روش جايگذاري و تكرار

است استقرا روش عكس جايگذاري روش:
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حل معادلات بازگشتي به روش جايگذاري و تكرار

به بايد T(1) برسيم

مقدار جايگذاري با k داريم

حل معادلات بازگشتي با استفاده از قضيه اصلي

مثال
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از قضيه اصلي

كلي حالت

حل معادلات بازگشتي با استفاده از درخت بازگشت

بازگشت درخت ساخت

ورودي اندازه حسب بر بازگشت درخت ارتفاع تعيين

بازگشت درخت از سطح هر هزينه تعيين

سطوح تمامي هاي هزينه مجموع محاسبه
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حل معادلات بازگشتي خطي 

درجه همگن خطي بازگشتي k:

ثابت ضرايب با همگن خطي معادله بازگشتي اين )ia( مرتبه از k كه .دارد نام ام 
.است اوليه شرط k نيازمند

شود مي ناميده همگن دوم مرتبه بازگشتي رابطه يك زير رابطه:

a و b هستند ثابت.

 ناهمگن خطي بازگشتي

 .دارد نام ام k مرتبه از )ia( ثابت ضرايب با ناهمگن خطي معادله بازگشتي اين

حل معادلات بازگشتي خطي همگن با استفاده از معادله مشخصه 

فرم به معادله جواب nx دادن قرار با پس باشد، مي nxn)=t( داريم:

بر را طرفين حال k-nx )توان كوچكترين x( داشت خواهيم و كنيم مي تقسيم:

كه گويند بازگشتي رابطه مشخصه معادله معادله اين به k جواب kx,…,2x,1x 
 زير رتصو به جوابها اين به توجه با بازگشتي رابطه نهايي كلي حالت در و دارد
:است

آنها در كه ic دآور بدست اوليه مقدار طريق از را آنها توان مي و هستند ثابت ها.
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حل معادلات بازگشتي خطي همگن با استفاده از معادله مشخصه 

مثال:

دادن قرار با .آوريم مي بدست را بازگشتي رابطه مشخصه معادله  nxn)=T( داريم:

2 بر را طرفين-nx كنيم مي حل را مشخصه معادله .كنيم مي تقسيم:  

از عبارتند آن هاي ريشه:

دآي مي بدست بازگشتي رابطه حل عنوان به زير معادله قضيه اعمال از پس:

آيد مي بديست فوق رابطه در اوليه مقادير اعمال طريق از ثوابت مقادير:

حل معادلات بازگشتي خطي ناهمگن 

بگيريد درنظر را زير ناهمگن بازگشتي :قضيه:

آن مشخصه ادلهمع كه شود تبديل همگني بازگشتي به تواند مي بازگشتي شكل اين 
:است زير صورت به

كه d درجه با برابر p(n) اشت.
مانند جمله يك از بيش اگر n)(pnb از يك هر باشد، داشته وجود راست سمت در 

.شود مي ظاهر مشخصه معادله در آنها

 بازگشتي حل
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حل معادلات بازگشتي با روش تغيير متغير

كرد ديلتب تر ساده رابطه يك به را بازگشتي رابطه توان مي متغير تغيير با.

معادله مشخصه

)Divide & Conquer(روش تقسيم و حل 

قسيمت كوچكتر نمونه تعدادي به بازگشتي صورت به را مساله يك از اي نمونه     
 از و )اشندب تعيين قابل سادگي به كوچكتر هاي نمونه حل راه كه زماني تا( كند مي
.رسد مي بزرگ نمونه حل به كوچكتر هاي نمونه حل

تقسيم )divide(: شود مي تقسيم مسئله زير تعدادي به مسئله.

غلبه )conquer(:شوند مي حل بازگشتي صورت به ها زيرمسئله.

تركيب )combine(: بجوا يافتن براي ها زيرمسئله حل تركيب لزوم، صورت در 
كلي مسئله

آنها حل رايب مشكلي ديگر تا شوند مي كوچك آنقدر متوالي تقسيمات با ها مساله 
.باشيم نداشته

پايين به بالا رهيافت يك غلبه و تقسيم روش )top-down( روتين توسط كه است 
.رود مي كار به بازگشتي هاي

مفصل سو
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)Divide & Conquer(روش تقسيم و حل 

small(p,q): است دهش كوچك كافي اندازه به مساله آيا اينكه مورد در گيري تصميم 
.خير يا

G(p,q): كند مي حل را شده كوچك مساله.
شود مي تقسيم كوچكتر مسائل به مساله فراخواني بار هر در

combine: ميكند تركيب هم با را زيرمسائل تمام جواب.

Procedure D&C ( p,q )
if small(p,q) then
 return G(p,q)
else

m  divide (p,q)
return combine(D &C(p,m), D &C(m+1,q))

end if
end. 

minو  maxتقسيم و حل يافتن مقدار 

Maxmin (A , n , max , min) 
{ 
max = min = a[1] ; 
for (i = 2 ; i < = n ; i + + ) 

{ 
if (a[i] > max) 

max = a[i] ; 
if (a[i] < min) 

min = a[i] ; 
} 

}

Maxmin (A , n , max , min) 
{ 
max = min = a[1] ; 
for (i = 2 ; i < = n ; i + + ) 

{ 
if (a[i] > max)     

max = a[i] ; 
else if (a[i] < min) 

min = a[i] ; 
} 

}

بهينه شده

) تكراري(غير بازگشتي 
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minو  maxتقسيم و حل يافتن مقدار 

) تكراري(غير بازگشتي 

باشد مرتب ديصعو ليست كه است زماني حالت بهترين بازگشتي غير الگوريتم در 
. باشد مرتب نزولي ليست كه است زماني حالت بدترين و

minو  maxتقسيم و حل يافتن مقدار 

Maxmin (A, i , j , max , min) {
if (i == j) 

{
max = A[i] ;
min = A[i];

}
else 

if (j == i+ 1) 
if (A[i] < A[j])

              {
max = A[j] ; 
min = A[i] ;

              }
else 
  {

max = A[i] ; 
min = A[j] ; 

  }
else

   {
mid = [(i + j)/2] ;
Maxmin (A, i , mid , fmax , fmin) ;
Maxmin (A, mid + 1 , j , gmax , gmin) ;

 if (fmax> gmax) max = fmax;
else max=gmax;
if (fmin < gmin) min = fmin ;
else min=gmin;   }

}

T(n) = (3/2) n – 2
T(n)=O(n)

small1(p,q)

small2(p,q)

divide

combine

recursive
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minو  maxتقسيم و حل يافتن مقدار 

)binary search(تقسيم و حل جستجوي دودويي 

W(n) حالت بدترين در
مقايسه تعداد :اصلي عمل
آرايه عناصر تعداد :ورودي اندازه

  :حل

T(n)=O(log n)
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) merge sort(تقسيم و حل مرتب سازي ادغامي 

روش Merge sort استراتژي  از و ندارد وابستگي ورودي مقادير نوع به divide 
 )stable(پايدار الگوريتم اين پياده سازي ها اكثر در .كند مي استفاده conquer و

 مرتب يخروج در را مساوي ورودي هاي ترتيب الگوريتم اين كه معني بدين .مي باشد
 ركوردهايي ادتعد با متناسب اضافي فضاي نيازمند الكوريتم اين .مي كند حفظ شده
  .باشد مي شوند مرتب بايد كه

تقسيم )divide(: آرايه n اندازه به آرايه زير دو به عنصري n/2.

غلبه )conquer(:اندازه به زيرآرايه اگر .آن سازي مرتب با ها آرايه زير از يك هر 
.شود مي عمل بازگشتي روش به آن حل براي نبود، كوچك كافي

تركيب )combine(: مرتب آرايه يك در ها آن ادغام با ها زيرآرايه حل

) merge sort(تقسيم و حل مرتب سازي ادغامي 

با نامرتبي ليست n مرتب صعودي صورت به را ليست خواهيم مي و داريم عنصر 
.كنيم
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) merge sort(تقسيم و حل مرتب سازي ادغامي 

حالت سه هر در ادغام الگوريتم محاسباتي پيچيدگي (n log n .است (
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)Fibonacci(تقسيم و حل فيبوناچي 

 بالا كران

دقيق بالاي كران

تكراري روش و ها آرايه از استفاده با 

int Fibo(int n)
{

if(n<=2)
return 1;

else
return Fibo(n-1)+Fibo(n-2);

}

)Powering a number(تقسيم و حل به توان رساندن 
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)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

دشو مي حل مستقلا كدام هر و شود مي تقسيم كوچكتر مسائل به  مسئله.  
محور نام به عنصري )pivot( امانج صورتي به ها تعويض سپس .شود مي انتخاب 

 سمت در بزرگتر عناصر و چپ سمت در pivot از كوچكتر عناصر كه گيرند مي
 صورت به فوق عمل مجددا ليست دو اين از كدام هر روي .گيرند قرار راست

.برسيم عنصر يك به تا گردد مي انجام بازگشتي
 عنصر گترينبزر يا كوچكترين اگر و حالت بهترين باشد آرايه ميانه محور عنصر اگر 

 .است حالت بدترين باشد،

4984213367

8467213349 8467493321

8449213367

8467213349

8467213349

8467493321

8467493321

)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

بگيريد نظر در را زير ليست.

شود مي مرتب ليست در ١٥ يعني اول عنصر واقعي محل ابتدا.

25        20        10        12        27        13        22        15

2520272215121310 2520272215121310

Pivot

همه كوچكترند همه بزرگترند



M.damrudi 02/06/2023

46

)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

با نامرتبي ليست n مرتب صعودي صورت به را ليست خواهيم مي و داريم عنصر 
.كنيم

 تابع در ها مقايسه partition شوند مي انجام.

)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

تابع Partition

 الگوريتم در ها مقايسه تعداد Partition

   n – .باشد مي 1

الگوريتم پيچيدگيpartitionمرتبه از

   O(n) باشد مي.
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)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

بگيريد نظر در را زير ليست.

 صورت به فراخواني اولين QuickSort(1 ,   .باشد مي (7
 تابع اجراي اولين partition كند، مي مشخص را ليست در ٦٥ عنصر دقيق محل

45505585757065

7654321

45505585757065

7654321

45

2

5550

31

45

2

5550

31

ji

70758565504555

7654321

70758565504555

7654321

j

50

2

45

1

50

2

45

1

ji

75

6

8570

75

75

6

8570

75

ji

75

6

70

5

75

6

70

5

1 , 7

5 , 71 , 3

8 , 75 , 64 , 31 , 2

3 , 21 , 1 6 , 65 , 4

j = 4

j = 3 j = 7

j = 2 j = 5 Small(p)

Small(p)Small(p)Small(p)Small(p)

Small(p)

)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

براي مثال قبل Quick sortفراخواني هاي 
فراخواني هاي بازگشتي

)چپ و راست(
خروجي
partition

فراخواني
partition

شرط
p < q

پارامترهاي فراخواني 
Quick sort

ترتيب

QuickSort(1 , 3)
QuickSort(5 , 7)

j = 4Partition (1 , 8)TrueQuickSort(1 , 7)1

QuickSort(1 , 2)
QuickSort(4 , 3)

j = 3Partition (1 , 4)TrueQuickSort(1 , 3)2

QuickSort(1 , 1)
QuickSort(3 , 2)

j = 2Partition (1 , 3)TrueQuickSort(1 , 2)3

small(p) )return(-نداريمFalseQuickSort(1 , 1)4

small(p) )return(-نداريمFalseQuickSort(3 , 2)5

small(p) )return(-نداريمFalseQuickSort(4 , 3)6

QuickSort(5 , 6)
QuickSort(8 , 7)

j = 7Partition (5 , 8)TrueQuickSort(5 , 7)7

QuickSort(5 , 4)
QuickSort(6 , 6)

j = 5Partition (5 , 7)TrueQuickSort(5 , 6)8

small(p) )return(-نداريمFalseQuickSort(5 , 4)9

small(p) )return(-نداريمFalseQuickSort(6 , 6)10

small(p) )return(-نداريمFalseQuickSort(8 , 7)11

45505585757065 45505585757065
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)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

الگوريتم محاسباتي پيچيدگي Quick Sort حالت بهترين در:

T(n) = T(n/2)+ T(n/2)+ O(n)

)()()()( PartitionTRightTLeftTnT 

)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

الگوريتم محاسباتي پيچيدگي Quick Sort حالت بدترين در:

T(n) =  T(0)  +  T(n-1)   + n-1

)()()()( PartitionTRightTLeftTnT 

0)0(T

0n  for           1n)1n(T)n(T




)n(
2

)1n(n
)n(T 2



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)Quick sort(تقسيم و حل مرتب سازي سريع 

الگوريتم محاسباتي پيچيدگي Quick Sort ميانگين حالت در:

ممكن هاي حالت همه ميانگين

)Greedy algorithms(الگوريتمهاي حريصانه

معياري طبق كه را عنصري آن بار هر گرفته، را عناصر ترتيب به حريصانه الگوريتم 
 يا داده جامان قبلا كه انتخابهايي به توجه بدون رسد، مي نظر به »بهترين« مشخص
.دارد برمي داد، خواهد انجام درآينده

به ريعناص ترتيب به كرده آغاز تهي مجموعه يك با را كار حريصانه الكوريتم 
 شانن را مسئله يك از اي نمونه براي حلي مجموعه، اين تا كند مي اضافه مجموعه

.دهد مي
سازي بهينه مسائل حل براي غالبا »optimization« رود مي كار به.
مي دست به جواب از بخشي مرحله هر در .داريم رو پيش را ها انتخاب از اي دنباله 

 .اشدب مهم آنها ترتيب است ممكن كه است ها داده از اي مجموعه نهايي نتيجه .آيد
 يندهآ روش اين در .نمايد مي )مينيمم/ماكسيمم( بهينه را هدف تابع نهايي جواب
 كلي است نممك بهينگي .شود مي توجه بيشتر جاري وضعيت به و ندارد وجود نگري
.باشد محلي نباشد،

عنوان به ورودي هاي داده از يكي انتخاب عدم يا انتخاب مورد در شده اتخاذ تصميم 
.است بازگشت قابل غير و قطعي جواب از اي مولفه

فصل چهارم
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) Strassen(تقسيم و حل استراسن 

ماتريس دو حاصلضرب محاسبه n ×nآن در كهn است ٢ از تواني

ندارد چنداني ارزش ٢×٢ هاي ماتريس ضرب مورد در.

3( معمول روش به ماتريس دو ضرب محاسبه پيچيدگيnO( است.

 حل و تقسيم از استفاده با:

) Strassen(تقسيم و حل استراسن 

دهد مي كاهش را ها ضرب تعداد جديد، متغيرهاي معرفي با استراسن روش.
 تفريق و ضرب عمل ١٨ و ضرب عمل ٧
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)Greedy algorithms(الگوريتمهاي حريصانه

حريصانه الگوريتم اجزاي
candidate( كانديد مجموعه -١ set(: از مرحله هر در كه است هايي جواب مجموعه 

 مي انتخاب آنها بين از جواب هاي مولفه كه اوليه مجموعه .است انتخاب قابل مساله
.آوريم مي دست به را جواب از بخشي الگوريتم اجراي از مرحله هر در .شود

selection( انتخاب تابع -٢ function(: معياري .بعدي مولفه انتخاب براي تابعي 
 اين .شود انتخاب كانديد مجموعه از عنصري چه گويد مي مرحله هر در كه است

 حظهل هر در را جواب بهترين محلي طور به كه حريصانه معيار يك براساس انتخاب
.گيرد مي شكل كند، مي انتخاب

feasible( سنج امكان تابع -٣ function(: عضو آيا كند مي بررسي كه است تابعي 
 و ولفهم آن انتخاب با آيا كه شود مي بررسي .باشد جواب جزء تواند مي شده انتخاب

.خير يا دارد وجود جواب به رسيدن امكان قبلي هاي انتخاب كجموعه
objective( ارزياب تابع -٤ function(: جواب مجموعه به عنصر هر افزودن  با 

 ابجو بازگرداندن و آوري جمع .است شده حاصل مساله جواب اگر كنيم مي بررسي
.است آن وظيفه مساله

)Greedy algorithms(الگوريتمهاي حريصانه
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مسئله خرد كردن پول

باشد مي ها سكه تعداد حداقل با پول باقيمانده برگرداندن هدف.
نداريم جواب مجموعه در اي سكه هيچ ابتدا در.
انتخاب تابع( .شود مي انتخاب كانديد مجموعه از بيشتر ارزش با سكه(
بايد كه چيزي از آنها كل جمع ، پول بقيه به سكه اين افزودن با كنيم مي بررسي 

)سنج امكان تابع( .خير يا شود مي بيشتر باشد
مجموعه هب سكه اين نشود، بيشتر لازم ميزان از پول بقيه سكه اين افزودن با اگر 

.شود مي اضافه
ارزياب تابع( .خير يا است شده پرداخت پول تمام آيا كه شود مي بررسي(
ودش مي تكرار فرايند انتخاب تابع مرحله از مجددا بود مانده مقداري هنوز اگر.
كامل طور به پول بقيه موجود هاي سكه با كه شود مي انجام زماني تا تكرار اين 

.باشد نداشته وجود ها سكه اين با پرداخت امكان اينكه يا و گردد پرداخت

مسئله خرد كردن پول

دهد نمي بهينه جواب همواره حريصانه الگوريتم.

سنتي ٧ و ٦ ،١ هاي سكه با سنت ١٨ پرداخت

سنتي ١ سكه چهار و سنتي ٧ سكه دو : حريصانه

سنتي ٦ سكه سه : بهينه

سنتي ١ و ٥ ،١٠ ،١٢ هاي سكه با سنت ١٦ پرداخت

سنتي ١ سكه چهار و سنتي ١٢ سكه يك : حريصانه

سنتي ١ سكه يك و سنتي ٥ سكه يك سنتي، ١٠ سكه يك
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از         كسر اگر .دارد وجود شي هر از كسري انتخاب امكان مساله اين در 
.آيد مي بدست         ارزش شود انتخاب i شي
ها سهكي تعداد .است پشتي كوله گنجايش از بيشتر وزنشان ها كيسه تمامn، ارزش 

.است M پشتي كوله گنجايش وiw كيسه هر وزن  ،ip كيسه هر

هدف

حريصانه هاي حل راه:
آنها انتخاب و ارزش بيشترين ترتيب به اشيا كردن مرتب -١
آنها انتخاب و وزن كمترين ترتيب به اشيا كردن مرتب -٢
آنها انتخاب و )iwi/p( وزن واحد ارزش مقدار بيشترين ترتيب به اشيا كردن مرتب -٣

)Knapsack(مسئله كوله پشتي 

باشد مي ٢٠ پشتي كوله ظرفيت.

دهد مي نشان را شده بيان مختلف حل راه سه نتيجه زير جدول.

را نهبهي جواب )شيئي وزن واحد هر ارزش بيشترين اساس بر انتخاب( سوم روش 
.دهد مي
است )ياپو( يك و صفر صورت به و )حريصانه( كسري صورت به پشتي كوله حل.

)Knapsack(مسئله كوله پشتي 

١٨ ١٥ ١٠ وزن

٢٥ ٢٤ ١٥ ارزش

1 (1,2/15,0) 20 28.2

2 (0,2/3,1) 20 31

3 (0,1,1/2) 20 31.5
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)Huffman code(كدينگ هافمن 

براي .است اطلاعات سازي فشرده براي كدگذاري الگوريتم يك هافمن كدگذاري 
  .شود مي استفاده متغير طول به باينري كد يك كاراكتر هر

كه ديگر هرشت پيشوند تواند نمي است خاص كاراكتر يك دهنده نشان كه اي رشته 
.باشد است ديگر كاراكتر يك دهنده نشان

كه آنهايي هب نسبت كوتاهتري بيتي هاي رشته با بيشتر تكرار با هاي كاراكتر 
   سالار اطلاعات كمتر حجم نتيجه در شود مي داده نشان است كمتر كاربردشان

.شود مي

دو و دهيم مي قرار ليست در و كرده ادغام دارند را وزن كمترين كه كاراكتري دو 
.كنيم مي حذف ليست از را كاراكتر

)Huffman code(كدينگ هافمن 
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)Huffman code(كدينگ هافمن 

كاراكتر   تكرار تعداد )Huffman code(كدينگ هافمن 
    A 16

B 5
C 12
D 17
E 10
F 25

كاراكتر تعدادتكرار  كد كد طول  طول كل
A  16 00 2 32
B 5 1110 4 20
C 12 110 3 36
D 17  01 2 34

E 10  1111 4 40
F 25 10 2 50

 رمزنگاري
هافمن

 رمزگشايي
هافمن

1100010

C A F
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زمانبندي ساده

دارد وجود مختلفي هاي ترتيب ٥ و ١٠ ،٤ زمانهاي با كار سه زمابندي براي.

 دآي مي دست به صعودي صورت به ها زمان سازي مرتب با بهينه زمانبندي.

زماني پيچيدگي n log n كند سازي مرتب را كارها بايد ابتدا .است.

سيستم زمانبندي كل در زمانبندي

10+(10+4)+(10+4+5)=43 [2,1,3]

4+(4+10)+(4+10+5) =37 [1,2,3]

10+(10+5)+(10+5+4)=44 [2,3,1]

5+(5+10)+(5+10+4)=39 [3,2,1]

4+(4+5)+(4+5+10) =32√ [1,3,2]

زمانبندي با مهلت معين

است معين سود و زماني مهلت داراي كار هر.

شد خواهد حاصل سود شود، تمام نظر مورد زمان در كار اگر.

است سود بيشترين با ها كار زمانبندي هدف.

ورتص در سود بيشترين .شوند مي مرتب سود اساس بر نزولي صورت به كارها 
.شود مي انتخاب امكان

زمانبندي سود

[1,3] 55

[2,1] 65

[2,4] ×

[3,1] 55

[4,1]√ 70

كار مهلت سود

1 2 30

2 1 35

3 2 25

4 1 40
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)Minimum Spanning Tree(الگوريتم هاي درخت پوشاي مينيمم 

است سازي بهينه مسائل از مينيمم پوشاي درخت مسئله.
گراف در مينيمم پوشاي درخت هاي الگوريتم
پريم الگوريتم prim
كراسكال الگوريتم kruskal
نكته:

.كنند مي ايجاد را كمينه پوشاي هاي درخت همواره پريم و كروسكال هاي الگوريتم

گراف در مسير ترين كوتاه كردن پيدا هاي الگوريتم
دايجسترا الگوريتم Dijkstra

MST

مفصل پنج

)Minimum Spanning Tree(درخت پوشاي مينيمم 

و )وشاپ( باشد گراف آن رئوس تمام شامل كه گراف يك در درختي يافتن مسئله 
.باشد حداقل آن در يالها وزن مجموع

مسئله كاربردهاي:
توانندب مردم كه طوري به كنيم مي وصل يكديگر به جاده با را شهر چند 

 رمسي يك حداقل شهر دو هر بين( كنند سفر ديگر شهر به شهر هر از
.باشد حداقل هزينه و )باشد داشته وجود

خصوصيات MST

شامل n-1 باشد مي يال.
است دور بدون.
چندين گراف يك براي است ممكن MST هزينه ولي باشد داشته وجود 

.است يكسان آنها همه



M.damrudi 02/06/2023

58

درخت پوشا

نظريه Cayley: با كامل گراف براي n 2 تعداد گره-nn دارد وجود پوشا درخت.

)prim(الگوريتم پريم
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)prim(الگوريتم پريم

دنبال به درآن كه است مجاورت ماتريس صورت به گراف نمايش از استفاده 

 ينا .بيفزائيم خود مجموعه به را كمينه وزن با يال هاي و باشيم وزنها از آرايه اي

  .مي برد زمان)2Vo( روش

ساختار داده از بااستفاده پريم الگوريتم heap مجاورت ليست نمايش و ساده دودوئي 

O(E( زمان در مي تواند log V آن در كه شود اجرا E و يالها تعداد Vتعداد 

.است رئوس

)prim(الگوريتم پريم

T= {{v1,v2},{v1,v3},{v3,v5},{v3,v4}}T= {{v1,v2},{v1,v3},{v3,v5}}T= {{v1,v2},{v1,v3}}

T= {{v1,v2}}
P={v1,v2}
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انواع نمايش گراف

adjacency همجواري ماتريس matrix، همجواري ليستadjacency list
همجواري ماتريس
 ٠ درغيراينصورت A(i,j)=1گاه آن باشد داشته وجود يال اگر دار جهت گراف در

 .A[i][j]=1 باشد يال j به iاز اگر و A[i][j]=0 نباشد يال j به iاز اگر .بود خواهد
 گراف در اما است متقارن اصلي قطر روي جهت بدون هاي گراف همجواري ماتريس

.نباشد متقارن است ممكن دار جهت هاي
|)2V|o( همجواري ماتريس مصرفي فضاي

همجواري ليست
 معني اين به است اسپارس اغلب ماتريس اين كه است اين همجواري ماتريس مشكل

 از دليل نهمي به .دارد حافظه زيادي مقدار به نياز و است صفر آن عناصر از بسياري كه
.است o(|V|+|E|) همجواري ليست مصرفي فضاي .شود مي استفاده همجواري ليست

A B C D

A 0 0 0 0

B 1 0 0 0

C 0 1 0 1

D 0 1 0 0D

C

AB

A    
A
B
C
D

B    D    
B    

)Kruskal(الگوريتم كراسكال

كند مي انتخاب را يال بهترين لحظه هر در الگوريتم اين.  

شود ساخته درخت كل تا شوند مي انتخاب يكي يكي ها لبه الگوريتم اين در.  

يالها مجموعه ابتدا در T= Ø شود مي ايجاد.  

شوند مي مرتب صعودي صورت به وزن اساس بر يالها.  

شود مي انتخاب وزن كمترين يال.  

لمتص را مجزا مجموعه دو و نكند ايجاد حلقه شده انتخاب يال اگر :سنجي امكان 
  .شود مي اضافه T مجموعه به كند،

وندش مي تكرار مراحل اند نگرفته قرار مجموعه يك در رئوس تمام كه زماني تا.

حالت بهترين در سازي پياده هزينه )O(E log V باشد مي.
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)Kruskal(الگوريتم كراسكال

Procedure kruskal (V, E, T)

sort the edges in E by weight in increasing order

T← Ø ;

while( |T|<n-1 and |E| 0) do

select edge e with least weight  not  yet considered 

Delete e from E

if e doesn’t create cycle in T

add e to T 

if |T|<n-1 then write ‘no spanning tree’

)Kruskal(و كروسكال ) prim(تفاوت پريم

الگوريتم دوprim وkruskal كه ميكنند توليد متفاوت درخت دو درصورتي 

 وليدت درختهاي هزينه هميشه ولي باشيم داشته مساوي هاي هزينه با يال چندين

 .است كمينه و برابر شده

الگوريتم در Prim ميابد شگستر الگوريتم حين در كم وكم بوده گره يك ابتدا در 

  درخت چند kruskal الگوريتم در درحاليكه شود تبديل كمينه پوشاي درخت به تا

 تا هخورد پيوند هم به جنگل درختهاي الگوريتم انتهاي در كه دارد وجود )جنگل(

.شوند كمينه پوشاي درخت به تبديل
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)Kruskal(الگوريتم كراسكال

(v1,v2) (v3,v5) (v2,v3) (v1,v3) (v3,v4) (v4,v5) (v4,v2)

1 2 3 3 4 5 6

E= {{v1,v2},{v3,v5}, {v2,v3},{v1,v3},{v3,v4},{v4,v5} ,{v2,v3}}

T= {{v1,v2},{v2,v3},{v3,v5},{v3,v4}}

nKتعداد درختهاي پوشاي 

پوشاي درختهاي تعداد nk )با كامل گراف n 2 با برابراست )راس-nn .
4 مثالk
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)Single Source Shortest Path(كوتاهترين مسيرهاي هم بند 

وزن گراف رد گره دو بين مسير كوتاهترين طول محاسبه براي متعددي الگوريتمهاي 
 شده طراحي حريصانه روش به Dijkstra الگوريتم ميان اين در كه دارد وجود دار

 .است

الگوريتم در Dijkstra نظير مبدا گره يك از مسير كوتاهترين طول كردن پيدا هدف  
v الگوريتم .باشد مي ديگر هاي گره تمام به Dijkstra وزنداري گرافهاي روي بر 

.باشد نامنفي يالها هزينه كه اجراست قابل

فرضيات:

i                        D[i] راس به v راس از مسير كوتاهترين طول
n             رئوس تعداد
v             مبدأ

cost                   ها هزينه ماتريس
P[i]                              مسير كوتاهترين روس بر i راس از قبل راسي

SSSP

)Dijkstra(الگوريتم دايجسترا 

مرحله هر رد و شده محاسبه كم كم راس هر به مبدا فاصله كمترين الگوريتم اين در 
 الگوريتم راياج حين در .برسد خود حد كمترين به الگوريتم پايان در تا ميشود كمتر

 مترينك به آن مقدار و بود شده محاسبه كامل بطور آن به مبدا فاصله كه راسي هر
 كار ابتداي در .خورد خواهد )s[w]=1( شدن دائمي برچسب باشد رسيده خود حد
)s[w]=0( هستند موقتي برچسب داراي مبدا از غير به رئوس همه

ودش گرفته نظر در واسط گره عنوان به تواند مي شده اضافه گره مرحله هر در.

٣ و ٢ مرحله(باشد مي فاز ٢ داراي الگوريتم :توضيح(

٣ و ٢ مراحل n-2 شود مي تكرار بار.

كه راسي اند نخورده شدن دائمي برچسب هنوز كه رئوسي ميان از مرحله هر در -٢ 
  آن به و شود مي انتخاب )D كمترين( است مبدا به نسبت فاصله كمترين داراي

.شود مي زده دائمي برچسب

مقدار -٣ D در دهش دائمي راس به توجه با هستند موقتي هنوز كه رئوسي مابقي 
.شود مي بروز ١ مرحله
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)Dijkstra(الگوريتم دايجسترا 

2( زماني مرتبه با را الگوريتم اينno( كرد سازي پياده توان مي.

Procedure (G, n, v, cost, D)
for i=1 to n do

D[i] = cost (v,i)
p[i] = v
s[i]=false

repeat
s[v] = True
for i=1 to n-2 do

select vertex u such that D(u)= min {D(w) | s(w)= false}
s[u] = true
for all vertices w in which s(w) = false do

if D(u) +cost (u,w) <D(w) then
D(w)=D(u) + cost (u,w)
P[w] = u

end if
repeat

repeat

)Dijkstra(الگوريتم دايجسترا 

Vertex S D P

1 1 0 1

2 0 7 1

3 0 4 1

4 0 6 1

5 0 1 1

Vertex S D P

1 1 0 1

2 0 7 1

3 0 4 1

4 0 2 5

5 1 1 1

Vertex S D P

1 1 0 1

2 0 5 4

3 0 4 1

4 1 2 5

5 1 1 1
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)Dijkstra(الگوريتم دايجسترا 

Vertex S D P

1 1 0 1

2 0 5 4

3 1 4 1

4 1 2 5

5 1 1 1

W  ها D[2] D[3] D[4] D[5]

1 7 4 6 1

1,5 7 4 2 1

1,5,4 5 4 2 1

1,5,4,3 5 4 2 1

Topological Sort) (مرتب سازي توپولوژيكي

دور بدون دار، جهت گراف در توپولوژيكي سازي مرتب )DAG( شود مي تعريف. 
   O(V+E)             .گيرد مي قرار ترتيب در v از قبل u,v(، u( صورت به يال هر

 Pick a source u, output it.

 Remove u and all edges out of u.

 Repeat until graph is empty.

                                                     شود مي انتخاب ورودي بدون يال.
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Strongly Connected Components) (اجزاي همبند قوي

SCC به است رئوس از اي زيرمجموعه حداكثر شامل دار جهت گراف يك در 
  از يرمس هم .باشند دسترسي قابل يكديگر از مجموعه اين از راس دو هر كه طوري
uv از هم و باشد داشته وجود vu باشد داشته وجود مسير.        O(V+E)

SCC

Strongly Connected Components) (اجزاي همبند قوي

 Step 1: Call DFS(G) to compute finishing times f[u] for each vertex u

 Step 2: Compute Transpose(G)

 Step 3: Call DFS(Transpose(G)), but in the main loop of DFS, consider the
vertices in order of decreasing f[u] (as computed in step 1)

 Step 4: Output the vertices of each tree in the depth-first forest of step 3 as
a separate strong connected component.

SCC



M.damrudi 02/06/2023

67

Strongly Connected Components) (اجزاي همبند قوي

 Vertices in order of decreasing post-visit(finishing times) values:

 {E, B, A, H, G, I , C, D, F ,J}

 run DFS on GT but start with each vertex from above list:

 DFS(E): {E}

 DFS(B): {B}

 DFS(A): {A}

 DFS(H): {H, I, G}

 DFS(G): remove from list since it is already visited

 DFS(I): remove from list since it is already visited

 DFS(C): {C, J, F, D}

 DFS(J): remove from list since it is already visited

 DFS(F): remove from list since it is already visited

 DFS(D): remove from list since it is already visited

 five strongly connected components:{E},{B},{A},{H, I, G},{C, J, F, D}

SCC

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا
لمسائ زير به را آن و كرده شروع اصلي مسئله از ابتدا حل و تقسيم روش در 

 براي عواق در .كنيم مي حل را مسائل ابتدا به انتها از سپس و تقسيم كوچكتر
 هب پايين الگوي جوابها تركيب در و)top-down( پايين به بالا الگوي مسائل شكستن

 روش در اگر اما .است بازگشتي هاي الگوريتم بر منطبق كه گردد مي رعايت بالا
 تكرار ناي كه شود مي حل مرتبه چندين خاصي مسأله زير باشد لازم حل و تقسيم

  .آورد مي پايين را الگوريتم كارآيي
مراحل در توان مي شود، نگهداري آن جواب و شود حل بار يك اي زيرمسأله اگر 

 روش به كه است مسائلي حل روش كار اساس اين و كرد استفاده آن از بعدي
 آنها مهه و شروع مسائل كوچكترين از روش اين در .شوند مي حل پويا سازي برنامه

 ليهك و رفته بعدي سطح به سپس .شوند مي نگهداري آنها جواب شوندو مي حل
 حل اصلي همسأل كه يابد مي ادامه جايي تا كار و شوند مي حل بزرگتر اندكي مسائل

 كه رت پايين سطوح كليه حل از توان مي سطح هر مسائل از هريك حل براي .شود
 كه كرد استفاده ميتوان زماني پويا سازي برنامه روش از .كرد استفاده باشد لازم
 به لهمسئ حل براي كه است اساس اين بر اصل اين .باشد برقرار بهينگي اصل

 .كرد استفاده ميتوان آن مسائل زير بهينه حل از بهينه صورت

مفصل شش
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

به ايينپ از را مسئله حل درخت : حل و تقسيم روش با مقايسه در پويا سازي برنامه 
 موقع در تا شوند مي نگهداري جدول يك در نتايج و ساخته )up-bottom( بالا

.نكرد حل را آنها دوباره و كرد استفاده آنها از بتوان لزوم
از لهمسئ حل فضاي زير آن در كه دارد وجود پويا سازي برنامه روش نوعي :نكته 

 حل از ات شوند مي نگهداري جدولي در شده حل مسائل زير ولي است پايين به بالا
  خاطرسپاري به روش نام به روش اين كه شود پرهيز تكراري مسائل زير

)memorized( شود مي شناخته.
دارد بستگي اوليه بهينه انتخابهاي به نهايي بهينه انتخاب :بهينگي اصل.
كرد طراحي بايد را مرحله ٤ پويا سازي برنامه روش به الگوريتم ارائه براي:

.شود مسئله حل به منجر تابع حل كه تابعي تعريف -١
مرزي شرايط بيان -٢
تابع حسب بر مسئله جواب بيان -٣
تابع بازگشتي تعريف -٤

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

فيبوناچي
int fib (int n)

{
if (n == 1 or n == 2) then  return 1;
else 
return fib(n - 1) + fib(n - 2);

} int fibo2 (int n)
{

int f[0 . . n];
f[0]=0;
if (n >0 ) {

f[1]=1;
for (i=2; i<=n; i++)

f[i]=f[i-1]+f[i-2];
}
return f[n];

}

روش بازگشتي

روش برنامه نويسي پويا O(n)

O(2n)
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(
1 جمله ضريب محاسبه(اي دوجمله ضريب محاسبهk+ بسط از ام n)ba+((

3 بسط از سوم جمله ضريب)ba+(

 بزرگ مقادير براي n و K به رابطه اين از مستقيم توان نمي را اي دوجمله ضريب 
 رابطه .است بر زمان هم بزرگ چندان نه مقادير براي !n محاسبه زيرا .آورد دست

  .)رسيم يم حل و تقسيم به كه بازگشتي رابطه از استفاده با( دهيم مي تقليل را

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(

است برخوردار پاييني كارايي از الگوريتم اين. 

با است برابر         تعيين الگوريتمبراي در ها فراخواني تعداد                    .

 است پويا سازي برنامه از استفاده بهتر روش.

int bin (int n, int k)
{

if (k ==0 or n == k) then  return 1;
else 
return bin(n – 1,k-1) + bin(n – 1,k);

}
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(
ماتريس ايجاد B ضرايب ذخيره براي
بازگشتي ويژگي يك ايجاد
سطرهاي محاسبه با بالا به پايين شيوه به مسئله از اي نمونه حل B 

 هر در موجود مقادير .شود مي محاسبه خود قبلي سطر روي از سطرها از يك هر 
.است B[n][k] خانه در نهايي جواب .شود مي محاسبه ام k ستون تا فقط سطر،

است             پويا الگوريتم در ها گذر كل تعداد.

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(
 گذرها كل تعداد:



M.damrudi 02/06/2023

72

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

اي جمله دو ضريب )Binomial Coefficient(
 B(4,2)

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

ها ماتريس اي زنجيره ضريب )Matrix-chain Multiplication(

 ندارد جابجايي خاصيت اما دارد شركت پذيري خاصيت ماتريس ها ضرب. 

 زنجيري ضرب پرانتزبندي حالت هاي كل تعداد n ،جملات با مطابق ماتريس 
.هستند كاتالان اعداد دنباله
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

ها ماتريس اي زنجيره ضريب )Matrix-chain Multiplication(
 حل و تقسيم

1: ( M1 ) × ( M2 × M3 × M4 × M5 × M6 × M7 )
2: ( M1 × M2 ) × ( M3 × M4 × M5 × M6 × M7 )
3: ( M1 × M2 × M3 ) × ( M4 × M5 × M6 × M7 )
4: ( M1 × M2 × M3 × M4 ) × ( M5 × M6 × M7 )
5: ( M1 × M2 × M3 × M4 × M5 ) × ( M6 × M7 )
6: ( M1 × M2 × M3 × M4 × M5 × M6 ) × ( M7 )

:كرد خلاصه توان مي زير صورت به را فوق ماتريس هفت ابعاد
d1 , d2 , d3 , d4 , d5 , d6 , d7

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

ها ماتريس اي زنجيره ضريب )Matrix-chain Multiplication(
 حل و تقسيم
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

ها ماتريس اي زنجيره ضريب )Matrix-chain Multiplication(
 حل و تقسيم

int Mult(int i, int j){
int min;

min = minimum of {Mult(i, k) + Mult(k + 1, j) + d[i - 1] * d[k] * d[j] }  
for k = i, i + 1, i + 2, . . . , j - 1;

return min; 
}

O(3n)

int Mult(int n){
int i, j;
for(i = 1 ; i <= n ; i++)

M[i][i] = 0;
for(i = 1 ; i < n ; i++)

for(j = 1 ; j <= n - i ; j++)
M[j][i + j] = Minimum of { M[i][k] + M[k + 1][j] + d[i - 1] * d[k] * d[j] } 
for k = i, i + 1, i + 2, ..., j - 1

return M[1][n];
}

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

ها ماتريس اي زنجيره ضريب )Matrix-chain Multiplication(
 پويا نويسي برنامه

M[i][j] = Min { M[i][k] + M[k + 1][j] + d[ i-1] * d[k ] * d [j] }
i ≤ k ≤ j - 1, 0 < i < j < n + 1, M[i][i] = 0

  است يك آرايه ها شروع انديس.
مي شود استفاده ماتريس اصلي قطر بالاي قسمت از تنها.  

O(n3)
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ها ماتريس اي زنجيره ضريب )Matrix-chain Multiplication(
 پويا نويسي برنامه
بگيريد نظر در را زير هاي ماتريس.

 A × B × C × D
 20 ×2 2 ×30 30 ×12 12 ×8

 آوريد دست به پويا روش به را ها ماتريس ضرب ترتيب حالت بهترين.

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا

مسيرها كوتاهترين همه مسئله All Pairs Shortest Path )ASPS( آن هدف كه 
  .باشد مي گراف رئوس زوج همه بين مسير كوتاهترين طول كردن پيدا
رأس از كه ديگر رأس هر به رأسي هر از ممكن مسيرهاي تمام روش دراين k 

 n تا ١ از k خود و آيد بدست مسير كوتاهترين تا كرده محاسبه را نگذرد يا بگذرد
.كند مي تغيير

وقتي k=n جواب .است شده محاسبه مسير كوتاهترين براي ممكن حالات تمام شد  
D(i,j) وقتي k=0 از امستقيم .كند نمي عبور راسي هيچ از كه زماني يعني است 

  .باشد مي cost(i,j) همان كه رفته j به i راس
از كه صورتي در i به j آن يالهاي ارزش باشد نداشته وجود مسير ꝏ است.
الگوريتم بحث مورد الگوريتم floyd است.
طرس از .آوريم مي بدست واسط گرفتن درنظر بدون را ها وزن ماتريس فلويد در 

 يال عنوان به توان مي را آن راس هر كردن اضافه با و كنيم مي شروع ماتريس اول
.گرفت واسط
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)Dynamic Programming(برنامه سازي پويا
procedure APSP_Floyd(cost,n,A)
for i=1 to n do

for j=1 to n do
D[i,j]=cost[i,j]
p[i,j] =0

repeat
repeat
for k=1 to n do

for i=1 to n do
for j=1 to n do

if D[i,k]+D[k,j]<D[i,j] then
D[i,j] =D[i,k]+D[k,j]
p[i,j] =k

end if           
repeat

repeat
repeat

 3(مرتبه زماني اين الگوريتمnO( است.

)Floyd(فلويد 
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و مسائل مرتبط) Catalan( عدد كاتلان 

مسائل در هك هستند طبيعي اعداد از سري يك تركيبي، رياضيات در كاتالان اعداد 
 مي گيرند، رب در را شده تعريف بازگشتي صورت به اشيا معمولاً كه متنوع شمارشي

 )١٨١٤-١٨٩٤( كاتالان شارل بلژيكي رياضيدان افتخار به اعداد اين .مي دهند رخ
  .مي شوند ناميده كاتالان اعداد

n از است عبارت كاتالان عدد اُمين:

از عبارتند كاتالان اوليه عدد چند:
٢٠٨٠١٢ ,٥٨٧٨٦ ,١٦٧٩٦ ,٤٨٦٢ ,١٤٣٠ ,٤٢٩ ,١٣٢ ,٤٢ ,١٤ ,٥ ,٢ ,١,  

٤٧٧٦٣٨٧٠٠ ,١٢٩٦٤٤٧٩٠ ,٣٥٣٥٧٦٧٠ ,٩٦٩٤٨٤٥ ,٢٦٧٤٤٤٠ ,٧٤٢٩٠٠,  
٩١٤٨٢٥٦٣٦٤٠ ,٢٤٤٦٦٢٦٧٠٢٠ ,٦٥٦٤١٢٠٤٢٠ ,١٧٦٧٢٦٣١٩٠,  

٤٨٦١٩٤٦٤٠١٤٥٢ ,١٢٨٩٩٠٤١٤٧٣٢٤ ,٣٤٣٠٥٩٦١٣٦٥٠

و مسائل مرتبط) Catalan( عدد كاتلان 

با n ساخت توان مي دودويي درخت چند گره:

توان مي طريق چند به n به كرد چاپ خروجي در پشته يك كمك به را ورودي 
.شود انجام pop و read، write، push عمليات فقط كه قسمي
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و مسائل مرتبط) Catalan( عدد كاتلان 

توان مي طريق چند به n+1 كرد ضرب هم در را ماتريس.

يك توان مي طريق چند به n+2 كرد؟ بندي مثلث را محدب ضلعي 
 يكديگر اقطار كه قسمي به ميشود اقطار تعداد بيشترين رسم به منجر بندي مثلث :نكته

.نكنند قطع را

و مسائل مرتبط) Catalan( عدد كاتلان 

توان مي طريق چند به n سكه دلخواه تعداد آن روي و داد قرار قاعده در را سكه 
.چيد

پيمايش اگر preorder 1,2,3 با برابر دودويي درخت,…,n چند باشد inorder 
.كرد تصور آن براي توان مي

عدد نام هب معروفي عدد با برابر همگي مسائل اين همگي جواب كه است اثبات قابل 
.ميباشد كاتالان

3

2

1

2

1

3

3

2

1

3

2

1

3

2

1



M.damrudi 02/06/2023

79

)Knapsack(مسئله كوله پشتي 

پويا روش به ٠/١ پشتي كوله مساله

بين w و n ندارد وجود اي رابطه.
t(n)= O(nw)
 كه طوري به داد بهبود توان مي را الگوريتم )n2O(n)=t(
 حالت بدترين در شده محاسبه عناصر تعداد نتيجه در ))n2nw,minimum((O
 با جدولي

 n+1 سطر
 w+1 ستون

)Knapsack(مسئله كوله پشتي 

پويا روش به ٠/١ پشتي كوله مساله
باشد مي ٣٠ پشتي كوله ظرفيت.

 P[3,30]=maximum(p[2][30],P3+P[2][30-20])=?
 P[2,10]=maximum(p[1][10],P2+P[1][10-10])=60
 P[2,30]=maximum(p[1][30],P2+P[1][30-10])=60+50=110
 P[3,30]=maximum(p[2][30],P3+P[2][10])=140+60=200

 انتخاب شدند ٢٠٠با ارزش  ٣و  ٢قطعه هاي.

٣ ٢ ١ قطعه
٢٠ ١٠ ٥ وزن

١٤٠ ٦٠ ٥٠ ارزش
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)Traveling Salesman Problem(فروشنده دوره گرد 

در .دبگذر يكبار دقيقا رئوس همه از كه است دوري گراف يك در هاميلتوني دور 
 يك در مينيمم هزينه با هميلتوني دور كردن پيدا هدف گرد دوره فروشنده مسئله
  .باشد مي ورودي دار وزن گراف

بصورت ورودي گراف كنيد فرض E)V,G( آن در كه باشد مي n},...,2,1V={ 
 راس آغازين راس كنيد فرض همچنين .باشد ),j)i يال هزينه نشاندهنده ji,c و است

.باشد ١ شماره
 الگوريتم مراحل:

TSP

)Traveling Salesman Problem(فروشنده دوره گرد 

كنيد پيدا را كمينه هزينه با هاميلتوني دور زير گراف در.

ها هزينه ماتريس

TSP
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TSPفروشنده دوره گرد

Traveling Salesman Problem(TSP(فروشنده دوره گرد 
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)Traveling Salesman Problem(فروشنده دوره گرد 

افلاطوني اجسام Platonic Solids هستند هميلتوني.

مسطح گراف و بعدي دو صورت به افلاطوني اجسام:

TSP

)Backtracking(روش عقبگرد
اين از و دكر استفاده خاصي روش از نميتوان مسئله حل هنگام در شرايط بعضي در 

 شخصم مسئله جواب تا شده جستجو كامل بطور حالات فضاي كه شود مي لازم رو
 گردعقب روش يا عقب به پيجويي روش نام به خاصي روش از شرايط اين در .شود

  .شود مي استفاده
عمقي" روش به )تصميم درخت( حالت فضاي درخت روش اين در" depth-first 

  طمئنم مسير يك بودن اشتباه از كه زماني تا كه معني اين به شود مي جستجو
 رحلهم يك آن بودن اشتباه از اطمينان صورت در و داده ادامه را مسير آن ايم نشده

 جواب هب تا يابد مي ادامه روند اين .يابد مي ادامه را كار دوباره و بازگشته عقب به
.برسيم نهايي

ار حالات تمام بايد مسئله حل در كه باشد مي غيرهدفمند روش يك روش اين 
  .گرفت درنظر

هستند ائليمس جزء گيري تصميم مسائل .است مفيد گيري تصميم مسائل حل براي 
-NP مسائل هب لحاظ اين از دارند )فاكتوريل-نمايي(بالايي محاسباتي پيچيدگي كه

complete شدهن يافت آنها براي اي جمله چند حل راه كه مسائلي .هستند معروف 
.است

مفصل هفت
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)Backtracking(روش عقبگرد

زماني مرتبه( .باشد تا ٢ دقيقاً آنها يكهاي تعداد كه كنيد پيدا را بيتي ٤ اعداد  
)n2O((

)Backtracking(روش عقبگرد

با اي مجموعه n>=1 همرتب( است نياز آن ممكن تركيبات تمام .دارد وجود عضو 
)O(n!) زماني
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)Backtracking(روش عقبگرد

مساله n دادن قرار هدف :وزير n شطرنج صفحه در وزير مهره n*n اي گونه به 
 و سطر هيچ در است فرض .نكند تهديد را ديگري وزيران از يك هيچ كه است

  .نگيرد قرار وزير يك از بيش ستوني
مسئله حل درخت همان يعني شود مي توليد ممكن هاي جايگشت تمام فرض اين با 

 در فعلي مسير كه شود مي بررسي هرمرحله در سپس آيد مي بوجود حالت فضاي يا
 وزيرها يعني باشد مي مسئله شرايط داراي آيا وزيرها چيدمان اي نحوه اين با درخت
 جواب دو داراي مسئله n=4 براي مثال براي .خير يا كنند مي تهديد را يكديگر
)O(n!) زماني مرتبه( .است زير بصورت

اگر n براي .دارد وجود مسئله براي جواب ٥ باشد ٥برابرn=8، وجود جواب ٩٢ 
.دارد

)Backtracking(روش عقبگرد

مساله n وزير: 
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)Backtracking(روش عقبگرد

مساله n وزير: 

 If two queens are placed at positions (i,j) and (k,l),
they are on the same diagonal only if
 (1) i-j=k-l or

 (2) i+j=k+l

 From (1) and (2) implies:
 j-l=i-k and j-l=k-i

 Two queens lie on the same diagonal if :
 |j-l|=|i-k|

)Backtracking(روش عقبگرد

از هايي زيرمجموعه همه يافتن :ها زيرمجموعه جمع حاصل n كه طوري به عدد 
)مثبت صحيح اعداد w و n( .شود w معين مقدار با برابر آنها جمع حاصل

 w=6, n=3
 w1=2, w2=4, w3=5
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ها زيرمجموعه جمع حاصل:
 Steps:

1. Start with an empty set
2. Add the next element from the list to the set
3. If the subset is having sum M, then stop with that subset as
solution.
4. If the subset is not feasible or if we have reached the end of the set,
then backtrack through the subset until we find the most suitable
value.
5. If the subset is feasible (sum of subset < w) then go to step 2.
6. If we have visited all the elements without finding a suitable subset
and if no backtracking is possible then stop without solution.

 شود ي جستجو الگوريتم توسط كه حالت فضاي درخت از هايي گره تعداد:
 1+2+22+…+2n=2n+1-1

)Backtracking(روش عقبگرد

ها زيرمجموعه جمع حاصل:
 S = {3,7,9,13,26,41} and w = 51 Solution {3,9,13,26}
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تعداد به راس ها همه :گراف آميزي رنگ مساله M رنگ آميزي شده داده رنگ 
.نباشد يكسان مجاوري راس دو هيچ رنگ كه گونه اي به شوند،

 Different colors:
 Confirm whether it is valid to color the current vertex with the

current color (by checking whether any of its adjacent vertices are colored
with the same color).

 If yes then color it and otherwise try a different color.

 Check if all vertices are colored or not.

 If not then move to the next adjacent uncolored vertex.

 If no other color is available then backtrack (i.e. un-color last
colored vertex).

 حالت فضاي درخت از هايي گره تعداد:

)Backtracking(روش عقبگرد

گراف آميزي رنگ مساله:
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روش برخلاف روش اين در .است هوشمند اما غيرهدفمند روش يك  
backtracking شود نمي بررسي حالات همه.

عمده تفاوت سه B&B و Backtrack:
روش در backtracking صورت به حالت فضاي درخت DFS در ولي است  

B&B به ستهب يكي آنها بين از سپس شود مي ساخته فعلي گره فرزندان كليه 
.است BFS شبيه حدي تا و شود مي انتخاب شرايط

روش در B&B از بيش و نابجا گسترش از داردكه وجود كننده محدود تابع يك 
 طعق را شاخه لزوم موقع در .)تخمين تابع( كند مي جلوگيري درخت هاي شاخه حد

 وجود معياري چنين  backtracking در .دهد نمي ادامه را فعلي مسير و كرده
.ندارد

روش B&B مقابل در backtracking هنگام در كندو مي عمل تر هوشمندانه 
 را ددار توليد براي بيشتري احتمال كه اي شاخه گسترش جهت شاخه انشعاب
.كند مي انتخاب

زماني مرتبه backtracking و B&B است كمتر آن واقعي زمان اما ندارد فرقي.

B&B

)Branch & Bound(روش انشعاب و تحديد

 The problem of assigning n people to n jobs such that the total
cost is as small as possible.

 Find a Lower Bound on the cost of the solution
 The lower bound is only an estimate

 This is only an estimate
 The LB may not be a legitimate solution

 In this case, consider the lowest cost from each row
 2 +3+1+4 =10
 This is our LB

B&B
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Branch & Bound(B&B(روش انشعاب و تحديد


